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Анотацiї

Седюк Анастасiя Денисiвна. Математичне моделювання ево-

люцiї пухлини за рiзними наборами параметрiв моделi. У ква-

лiфiкацiйнiй роботi здiйснено аналiз динамiки еволюцiї пухлини на основi

реальних клiнiчних даних iз застосуванням сучасних математичних та ста-

тистичних методiв. Розглянуто класичнi зростання пухлини (лiнiйна, екс-

поненцiальна, логiстична, Гомпертца) та сучаснi машиннi пiдходи (Random

Forest), проведено їх порiвняння за якiстю прогнозування та iнтерпретацi-

єю параметрiв. Описано основнi пiдходи до пiдготовки та обробки меди-

чних даних: нормалiзацiя, виявлення та обробка викидiв, iмпутацiя пропу-

скiв. Показано, що використання рiзних наборiв параметрiв моделi дозво-

ляє адаптувати математичний опис до особливостей перебiгу пухлинного

процесу, пiдвищити точнiсть персоналiзованого прогнозу та сприяти вдо-

сконаленню iндивiдуалiзованих пiдходiв у клiнiчнiй онкологiї.

Ключовi слова: математичне моделювання, еволюцiя пухлини, регре-

сiйний аналiз, медичнi данi, прогнозування, онкологiя.

Sediuk Anastasia Denisivna. Mathematical modeling of tu-

mor evolution using different sets of model parameters. This the-

sis presents mathematical modeling of tumor evolution based on real clin-

ical data using both classical and modern statistical approaches. Classical

growth models (linear, exponential, logistic, Gompertz) and machine learn-

ing methods (Random Forest) are analyzed and compared in terms of fore-

casting accuracy and parameter interpretation. The main stages of medical

data preparation are described, including normalization, outlier handling,
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and missing value imputation. Application of various parameter sets enables

model adaptation to the specific course of tumor progression, improves the

accuracy of personalized forecasts, and supports the development of individ-

ualized strategies in clinical oncology.

Keywords: mathematical modeling, tumor evolution, regression analysis,

medical data, forecasting, oncology.
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Вступ

Онкологiя сьогодення — це не просто галузь медицини, а справжнiй

виклик науцi, технологiям i суспiльству загалом. Щодня мiльйони людей

стикаються з онкологiчними дiагнозами, i кожен з цих випадкiв — окре-

ма iсторiя боротьби, надiї й пошуку ефективного лiкування. У цьому кон-

текстi вивчення процесiв, що супроводжують зростання пухлин, набуває

ключового значення. Бажання глибше зрозумiти механiзми прогресування

пухлин, спрогнозувати їхню поведiнку й забезпечити медикiв сучасними

засобами аналiзу — це не лише науковий iнтерес, а й практична необхi-

днiсть.

Актуальнiсть обраної теми полягає у зростаючiй потребi в iнструмен-

тах, що дозволяють точно описувати й аналiзувати динамiку зростання

пухлини. Сучасна медицина все бiльше покладається на математичне мо-

делювання, як на спосiб iнтерпретацiї складних бiологiчних процесiв. В

умовах бурхливого розвитку машинного навчання й аналiтики даних, кла-

сичнi математичнi моделi можуть поєднуватись iз алгоритмами штучного

iнтелекту для створення бiльш точних i адаптивних систем прогнозування.

Мета роботи — розробити математичнi моделi, що описують динамiку

зростання пухлин на основi аналiзу реальних клiнiчних даних.

Завдання роботи:

1. Розглянути сучаснi математичнi пiдходи до моделювання пухлинного

зростання.

2. Провести пiдготовку клiнiчних даних, здiйснити вибiр ключових змiн-

них i виконати попереднiй аналiз.
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3. Побудувати математичнi моделi (лiнiйнi, нелiнiйнi, машинного навча-

ння) та порiвняти їхню точнiсть за низкою метрик.

4. Проаналiзувати ефективнiсть моделей та визначити їхнє можливе за-

стосування в клiнiчнiй практицi.

Об’єктом роботи є процеси зростання та еволюцiї пухлин в органiзмi

людини.

Предметом роботи виступають математичнi моделi, що описують змiну

об’єму пухлини в часi залежно вiд рiзних параметрiв.

Методи: регресiйний аналiз, статистична обробка даних, апроксимацiя

функцiями, алгоритми машинного навчання, порiвняльний аналiз моделей

на основi клiнiчних спостережень.

Наукова новизна полягає в iнтеграцiї сучасних пiдходiв математично-

го моделювання з реальними клiнiчними даними, що дозволяє отримати

бiльш точнi й адаптивнi iнструменти для опису динамiки пухлин.

Практична значимiсть роботи полягає в можливостi застосування отри-

маних моделей як допомiжного iнструменту в медичнiй практицi. Це може

сприяти покращенню дiагностики, персоналiзацiї лiкування та пiдвищенню

його ефективностi.

Квалiфiкацiйна робота складається зi вступу, трьох роздiлiв, висновкiв

i списку використаних джерел. У першому роздiлi представлено теорети-

чнi основи математичного моделювання в онкологiї. Другий роздiл при-

свячений пiдготовцi та аналiзу даних, опису використаних алгоритмiв. У

третьому роздiлi проводиться порiвняння моделей за метриками якостi та

розглядається їх практична цiннiсть.

Ця квалiфiкацiйна робота — крок до поєднання точних наук i медицини,

що вiдкриває новi можливостi для розумiння i контролю над пухлинними

процесами.



Роздiл 1

Огляд лiтератури та теоретичнi

основи

1.1. Бiологiчнi механiзми зростання пухлини

Зростання пухлини охоплює не лише неконтрольовану пролiферацiю

клiтин, а й суттєвi змiни у мiкрооточеннi, метаболiзмi та iмуннiй взаємо-

дiї [1]. Генетичнi й епiгенетичнi порушення призводять до активацiї онкоге-

нiв, пригнiчення генiв-супресорiв, втрати контролю над апоптозом i появи

гетерогенностi клiтин [1]. Така гетерогеннiсть забезпечує пухлинi здатнiсть

до адаптацiї та стiйкiсть до лiкування.

Зi зростанням пухлини клiтини починають вiдчувати дефiцит кисню та

поживних речовин, що стимулює ангiогенез — формування нових судин пiд

дiєю фактору VEGF [1–3]. Паралельно з цим виникає здатнiсть до iнвазiї

та метастазування: клiтини руйнують мiжклiтиннi зв’язки, проникають у

сусiднi тканини й судини, що значною мiрою зумовлює агресивнiсть пере-

бiгу [1].

Зростання пухлини супроводжується формуванням складного мiкроото-

чення: iмуннi клiтини, фiбробласти, ендотелiй та сигнальнi молекули вза-

ємодiють iз пухлинними клiтинами, змiнюючи перебiг процесу. Пухлина

поступово уникає iмунного нагляду, знижує ефективнiсть природних меха-

нiзмiв контролю, зокрема завдяки експресiї iмунних чекпоiнтiв [1].

У багатьох випадках траєкторiя зростання набуває S-подiбної форми:

пiсля експоненцiального старту темпи зростання сповiльнюються, форму-

ється фазове плато внаслiдок дефiциту ресурсiв або терапевтичного впли-
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ву [4, 5].

Вагому роль у сучаснiй онкологiї вiдiграє кiлькiсний аналiз пухлинних

параметрiв. Завдяки розвитку медичної вiзуалiзацiї (КТ, МРТ) i автомати-

зованої радiомiки стало можливим неiнвазивно оцiнювати об’єм, структуру,

текстуру та функцiональнi властивостi пухлин [9]. Особливо це актуально

для глiобластоми, де сучаснi протоколи МРТ iз автоматизованим аналiзом

дозволяють будувати персоналiзованi прогностичнi моделi та оцiнювати

ефективнiсть лiкування у динамiцi [9].

Усе це формує фундамент для побудови сучасних математичних моде-

лей, що кiлькiсно описують динамiку пухлини й забезпечують основу для

персоналiзованої медицини.

1.2. Математичнi моделi зростання пухлини

Математичнi моделi зростання пухлини є потужним iнструментом для

кiлькiсного опису динамiки розвитку злоякiсних новоутворень. Вони дозво-

ляють дослiджувати механiзми пролiферацiї клiтин, оцiнювати ефектив-

нiсть лiкування та прогнозувати перебiг хвороби. У лiтературi описано ба-

гато пiдходiв, вiд простих детермiнованих моделей на основi диференцiаль-

них рiвнянь до складних стохастичних i агентних систем. У цьому роздi-

лi розглянуто класичнi детермiнованi моделi зростання пухлини, а також

обґрунтовано вибiр регресiйного пiдходу в контекстi роботи з клiнiчними

даними.

1.2.1. Лiнiйна регресiя

Лiнiйна регресiя — одна з найпростiших моделей для опису зростан-

ня пухлин, що базується на припущеннi про сталу швидкiсть збiльшення
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об’єму пухлини [4, 5]. Її математична форма виглядає як:

𝑉 (𝑡) = 𝑉0 + 𝑟 · 𝑡, (1.1)

де 𝑉 (𝑡) — об’єм пухлини у момент часу 𝑡, 𝑉0 — початковий об’єм, 𝑟 —

швидкiсть зростання.

Лiнiйна модель добре працює для раннiх етапiв або коротких спосте-

режень, коли обмеження ресурсiв ще не впливають на динамiку [4, 5]. Її

головнi переваги — простота реалiзацiї, прозорiсть iнтерпретацiї параме-

трiв та можливiсть швидко калiбрувати навiть на невеликих вибiрках.

Водночас лiнiйна регресiя не враховує нелiнiйнiсть зростання, ефекти

насичення чи змiну середовища. Бiльшiсть пухлин на пiзнiх стадiях де-

монструють сповiльнення зростання, що лiнiйна модель не фiксує [4, 6].

Порiвняльнi роботи доводять, що вона поступається експоненцiальним, ло-

гiстичним та Гомпертцевим моделям, особливо при тривалих спостереже-

ннях [5, 6].

Попри обмеження, у клiнiчнiй практицi лiнiйна регресiя використовує-

ться для швидкої оцiнки динамiки, попереднього скринiнгу та коротких ча-

сових рядiв. Сучаснi розширення — наприклад, змiшанi чи функцiональнi

моделi — дають змогу враховувати складнiшу структуру даних та iндивi-

дуальнi особливостi зростання [7,8].

Лiнiйна регресiя залишається зручною вiдправною точкою для аналiзу

пухлинного зростання, а також основою для подальшого порiвняння скла-

днiших моделей.

1.2.2. Полiномiальна регресiя

Полiномiальна регресiя розширює лiнiйний пiдхiд i дозволяє описува-

ти складнi, нелiнiйнi траєкторiї зростання пухлин. Її суть — апроксимацiя
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даних полiномом другого або вищого степеня:

𝑉 (𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2𝑡
2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑡

𝑛, (1.2)

де 𝑉 (𝑡) — об’єм пухлини в момент часу 𝑡, а 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 — коефiцiєнти

моделi.

Зазвичай у медичних задачах достатньо полiнома другого степеня, який

враховує як прискорення, так i сповiльнення зростання [4, 5]. Така модель

добре вловлює змiну темпу розвитку пухлини та дозволяє фiксувати кри-

тичнi точки (наприклад, момент переходу до плато чи вплив терапiї).

Основнi переваги — гнучкiсть у пiдгонцi до рiзних форм кривої та зда-

тнiсть видiляти iнфлексiйнi точки [5, 7]. Водночас полiномiальна регресiя

має i обмеження: це емпiричний пiдхiд без бiологiчної iнтерпретацiї па-

раметрiв, схильний до перенавчання при високому степенi полiнома або

наявностi викидiв (нетипових чи аномальних значень) у даних [4, 6]. За-

стосування бiльш складних полiномiв практично не використовується — це

може спотворити прогноз або погiршити стабiльнiсть моделi.

Полiномiальна регресiя стала стандартним iнструментом для аналiзу

даних у бiостатистицi й часто слугує промiжною ланкою мiж простими

та складнiшими моделями (логiстичною, Гомпертца). Зокрема, у змiшаних

ефект-моделях вона дозволяє моделювати як середню, так i iндивiдуальнi

траєкторiї зростання [7].

Завдяки простотi та унiверсальностi цей пiдхiд часто використовується

як базовий у клiнiчному та експериментальному аналiзi, особливо коли данi

не дають змоги застосувати повнiстю бiологiчно обґрунтованi моделi.
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1.2.3. Експоненцiальна модель

Експоненцiальна модель широко застосовується для опису зростання пу-

хлин на раннiх етапах, коли швидкiсть збiльшення пухлинної маси прямо

пропорцiйна її поточному об’єму [4,5]. У цiй моделi кожна клiтина має одна-

кову ймовiрнiсть подiлу, а зовнiшнi обмеження (ресурси, простiр, iмунна

вiдповiдь) ще не впливають на динамiку.

Математично рiст описується рiвнянням:

𝑉 (𝑡) = 𝑉0 · 𝑒𝑟𝑡, (1.3)

де 𝑉0 — початковий об’єм, 𝑟 — темп зростання.

Серед основних переваг експоненцiальної моделi — простота аналiтичної

форми, мiнiмальна кiлькiсть параметрiв i легкiсть оцiнки агресивностi пу-

хлини [5]. Вона iдеально пiдходить для раннiх фаз зростання або для даних

in vitro, коли вплив обмежуючих факторiв мiнiмальний [4]. У популяцiй-

них та змiшаних моделях параметр 𝑟 дозволяє оцiнити мiжiндивiдуальну

варiабельнiсть [7].

Втiм, основне обмеження експоненцiальної моделi — її непридатнiсть

для довгострокового прогнозування: у реальних бiологiчних системах рiст

пухлин поступово уповiльнюється через дефiцит кисню, поживних речо-

вин та iншi фактори [5,6]. В бiльшостi випадкiв експоненцiальна динамiка

зберiгається лише короткий час, пiсля чого данi краще описуються нелi-

нiйними моделями, такими як логiстична чи Гомпертца [4–6].

У сучасних аналiтичних системах експоненцiальну модель використо-

вують як базову для порiвняння складнiших пiдходiв або для попередньої

оцiнки параметрiв. У рядi робiт розглядається комбiнування експоненцi-

альної та лiнiйної динамiки для адаптацiї до особливостей реальних експе-

риментальних даних [5, 9].
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Загалом, експоненцiальна модель є зручним iнструментом для первин-

ної характеристики пухлинного зростання, але для опису довших часових

iнтервалiв або складних бiологiчних сценарiїв варто застосовувати бiльш

гнучкi математичнi пiдходи.

1.2.4. Логiстична модель

Логiстична модель стала однiєю з найпопулярнiших у бiостатистицi для

опису пухлинного зростання, оскiльки дозволяє враховувати обмеження ре-

сурсiв та ефекти насичення, властивi реальним бiологiчним системам [4,5].

На вiдмiну вiд експоненцiальної моделi, логiстичний пiдхiд вiдображає спо-

вiльнення зростання пухлини у мiру її збiльшення — з часом клiтинам

бракує поживних речовин i кисню, наростає гiпоксiя та метаболiчнi обме-

ження.

Математична формула описує швидкiсть зростання як:

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑟𝑉

(︂
1− 𝑉

𝐾

)︂
, (1.4)

де 𝑉 (𝑡) — об’єм пухлини, 𝑟 — максимальна швидкiсть зростання, 𝐾 —

мiсткiсть середовища. Розв’язок дає S-подiбну (логiстичну) криву:

𝑉 (𝑡) =
𝐾𝑉0𝑒

𝑟𝑡

𝐾 + 𝑉0(𝑒𝑟𝑡 − 1)
, (1.5)

яка iдеально пiдходить для опису як швидкої початкової фази, так i перiоду

плато [5].

Логiстична модель зручна в iнтерпретацiї: параметр 𝐾 дозволяє оцiни-

ти максимальний можливий об’єм пухлини, а 𝑟 — iнтенсивнiсть зростання.

В сучасних роботах саме логiстична функцiя показує кращу вiдповiднiсть

експериментальним i клiнiчним даним, особливо для S-подiбних траєкто-

рiй [4, 5, 7]. Вона часто використовується як еталон для порiвняння скла-
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днiших пiдходiв, у тому числi в аналiзi динамiки глiобластоми [5].

Перевага логiстичної моделi — можливiсть роботи з iндивiдуальними та

популяцiйними даними (змiшанi ефекти, врахування гетерогенностi [6, 7]).

Водночас модель не враховує складних бiологiчних механiзмiв (наприклад,

гетерогеннiсть, некроз, iмунний вплив) i в деяких випадках поступається

за точнiстю моделi Гомпертца [6].

У реальних задачах логiстична модель забезпечує оптимальний баланс

мiж простотою та точнiстю i залишається унiверсальним iнструментом для

математичного опису пухлинного зростання у бiостатистицi та клiнiчнiй

практицi.

1.2.5. Модель Гомпертца

Модель Гомпертца займає особливу нiшу серед нелiнiйних моделей пу-

хлинного зростання, оскiльки найбiльш адекватно враховує раннє та посту-

пове сповiльнення темпiв збiльшення пухлинного об’єму [4, 5]. Її класичне

рiвняння:
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑎𝑉 ln

(︂
𝐾

𝑉

)︂
, (1.6)

де 𝑉 (𝑡) — об’єм пухлини, 𝑎 — параметр швидкостi зростання, 𝐾 — грани-

чний об’єм (мiсткiсть середовища). Розв’язок рiвняння дає S-подiбну криву

з раннiм переходом до плато, що добре узгоджується з реальною динамiкою

пухлин рiзних типiв [4–6].

Модель Гомпертца особливо цiнується за здатнiсть вiдтворювати посту-

пове уповiльнення зростання навiть до появи явного насичення, чим вiд-

рiзняється вiд логiстичної моделi [6]. Саме це дозволяє якiсно моделювати

данi для середнiх i великих пухлин та уникати переоцiнки об’єму у довго-

строковому прогнозi [5].

З бiологiчної точки зору, таке гальмування пов’язують iз виснаженням
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ресурсiв мiкрооточення, наростанням гiпоксiї, метаболiчними зрушеннями i

реакцiєю iмунної системи [1]. Порiвняльнi дослiдження показують, що саме

крива Гомпертца для багатьох пухлин (глiоми, карциноми, моделi Italic)

часто дає найкраще узгодження з реальними траєкторiями, особливо для

тривалих перiодiв спостереження [4,6].

У сучасних пiдходах окрему увагу придiляють редукованим i змiшаним

ефект-моделям на базi Гомпертца, якi враховують мiжiндивiдуальну ге-

терогеннiсть параметрiв i пiдвищують точнiсть персоналiзованого прогно-

зу [6,7]. Перевагами моделi є висока гнучкiсть, точнiсть опису для складних

траєкторiй i стiйкiсть до екстраполяцiйних похибок. Обмеження — перева-

жно емпiричний характер, спрощене трактування просторових ефектiв i

певна складнiсть калiбрування для дуже малих пухлин або рiзких змiн

середовища [5].

У пiдсумку, модель Гомпертца залишається одним iз найбiльш ефектив-

них та унiверсальних математичних iнструментiв для аналiзу пухлинного

зростання у сучаснiй бiостатистицi.

1.2.6. Random Forest регресiя

Random Forest регресiя — це сучасний iнструмент машинного навчання,

який дозволяє ефективно моделювати складнi й нелiнiйнi залежностi у бiо-

медичних задачах, зокрема для аналiзу динамiки зростання пухлин [9,10].

Головна iдея — побудова ансамблю дерев рiшень, де кожне дерево трену-

ється на випадковiй пiдвибiрцi даних i пiдмножинi ознак, а прогноз ви-

значається як середнє всiх дерев. Така архiтектура забезпечує стiйкiсть до

викидiв, автоматичну обробку пропускiв та зниження ризику перенавчан-

ня.

Порiвняно з класичними математичними моделями (експоненцiальна,
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логiстична, Гомпертца), Random Forest не потребує визначення конкретної

функцiональної форми й може апроксимувати навiть складнi S-подiбнi чи

багатофазнi кривi зростання. Особливо актуально це для задач, де данi

мiстять шум, а структура залежностей невiдома [9].

Серед ключових переваг — гнучкiсть, висока точнiсть прогнозування,

можливiсть роботи з великою кiлькiстю предикторiв i ефективна iнтегра-

цiя рiзних типiв ознак (радiомiчних, генетичних, клiнiчних). У клiнiчнiй

онкологiї метод використовується для iндивiдуального прогнозування тра-

єкторiй зростання, аналiзу факторiв ризику та виживаностi, а також для

створення цифрових двiйникiв пацiєнтiв (“digital twin”) [9, 10].

Недолiки Random Forest — вiдсутнiсть явної бiологiчної iнтерпретацiї

параметрiв, складнiсть аналiзу впливу окремих змiнних i потреба у доста-

тньо великiй вибiрцi для досягнення стабiльної точностi. Особливий розви-

ток отримали Random Survival Forests — модифiкацiя для аналiзу часу до

подiї, що особливо корисно у медичних дослiдженнях [10].

В результатi Random Forest регресiя є потужним i адаптивним iнстру-

ментом для аналiзу зростання пухлин, особливо коли класичнi моделi не

забезпечують достатньої якостi апроксимацiї або структура даних є скла-

дною й гетерогенною.

1.2.7. Чому регресiйнi моделi пiдходять для аналiзу зростан-

ня пухлин

Регресiйнi моделi широко застосовуються для кiлькiсного аналiзу бiо-

логiчних процесiв, особливо коли йдеться про опис рiзних фаз пухлинного

зростання [4,5]. Їх унiверсальнiсть та гнучкiсть дозволяють адаптувати пiд-

хiд до рiзних типiв експериментальних чи клiнiчних даних, у тому числi —

даних iз пропусками, шумами та нерiвномiрними спостереженнями.
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Головна перевага регресiйних моделей — здатнiсть вiдображати як кла-

сичнi S-подiбнi траєкторiї (логiстична, Гомпертца), так i нестандартнi дина-

мiки, що змiнюються пiд впливом терапiї чи особливостей середовища [5,6].

Параметри моделей мають чiтке клiнiчне трактування (швидкiсть зроста-

ння, точка насичення тощо), що полегшує комунiкацiю мiж бiостатистиком

i клiнiцистом та дозволяє робити прогностичнi висновки.

В аналiтицi медичних даних особливо актуальнi популяцiйнi моделi змi-

шаних ефектiв, якi враховують мiжiндивiдуальнi вiдмiнностi, рiзну кiль-

кiсть спостережень та складну структуру пропускiв [6, 7]. Це дає змогу

видiляти як загальнi тенденцiї, так i iндивiдуальнi особливостi траєкторiї

пухлинного зростання.

Важливий плюс, — можливiсть формального порiвняння моделей за ме-

триками RMSE (Root Mean Squared Error — середньоквадратична помил-

ка), 𝑅2 (коефiцiєнт детермiнацiї), AIC (Akaike Information Criterion — iн-

формацiйний критерiй Акаiке), BIC (Bayesian Information Criterion — байє-

сiвський iнформацiйний критерiй), що допомагає обрати найкращий опис

пiд конкретний набiр даних [5]. Регресiйнi моделi також вiдзначаються стiй-

кiстю до пропускiв i шумiв — зокрема, ансамблевi пiдходи, такi як Random

Forest, автоматично враховують аномалiї чи викиди [9, 10].

Регресiйний пiдхiд органiчно вписується у персоналiзовану медицину:

дозволяє швидко будувати iндивiдуальнi траєкторiї, iнтегрувати генетичнi

чи радiомiчнi ознаки, адаптувати моделi до нових даних [9]. Саме тому

регресiйнi моделi стають базою для створення цифрових двiйникiв пацiєнта

(“digital twin”) та точного прогнозування перебiгу хвороби.

У багатьох роботах доведено, що простi регресiйнi моделi часто не посту-

паються складнiшим системам, особливо в умовах “шумних” даних [4,5]. Iн-

теграцiя класичних пiдходiв iз сучасними алгоритмами машинного навча-
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ння (Random Forest, штучний iнтелект) розширює межi персоналiзованого

прогнозу та створює новi можливостi для цифрової онкологiї [9].

1.3. Статистичнi методи аналiзу даних

Якiсний аналiз динамiки пухлинного зростання неможливий без застосу-

вання сучасних статистичних пiдходiв, що дозволяють об’єктивно оцiнити

точнiсть i надiйнiсть математичних моделей, а також коректно пiдготува-

ти медичнi данi до моделювання. На практицi саме статистична обробка

визначає успiх подальшого моделювання: вiд попереднього очищення та

нормалiзацiї даних до глибокої оцiнки якостi апроксимацiї та аналiзу зали-

шкiв.

1.3.1. Методи оцiнки якостi моделей (R2, RMSE, MAE)

Пiсля побудови математичних моделей ключовим завданням є кiлькiсна

оцiнка їхньої точностi та здатностi адекватно описувати спостережуванi

данi. Для цього використовують низку метрик, серед яких найбiльш поши-

ренi коефiцiєнт детермiнацiї R2, середньоквадратична помилка (RMSE) та

середня абсолютна помилка (MAE) [5, 6].

Коефiцiєнт детермiнацiї R2 показує, яку частку дисперсiї залежної змiн-

ної пояснює модель:

𝑅2 = 1−
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)
2∑︀𝑛

𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦)2
, (1.7)

де 𝑦𝑖 — реальнi спостереження, 𝑦𝑖 — прогнозованi значення моделi, 𝑦 —

середнє по вибiрцi. Значення R2, близьке до 1, свiдчить про гарну вiдповiд-

нiсть моделi, а низькi значення сигналiзують про наявнiсть неврахованих

факторiв чи структурних похибок [4].

Середньоквадратична помилка (Root Mean Squared Error, RMSE) вимi-
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рює абсолютну величину розбiжностей мiж прогнозом i реальними даними:

𝑅𝑀𝑆𝐸 =

⎯⎸⎸⎷1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)2. (1.8)

RMSE особливо чутлива до великих вiдхилень i добре пiдходить для за-

дач, де важливi рiдкiснi, але значнi аномалiї [5]. У практицi медичного

моделювання часто порiвнюють кiлька моделей саме за цим критерiєм.

Середня абсолютна помилка (Mean Absolute Error, MAE) визначається

як середнє значення модулiв рiзниць мiж прогнозом i спостереженнями:

𝑀𝐴𝐸 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖 − 𝑦𝑖|. (1.9)

На вiдмiну вiд RMSE, MAE менш чутлива до одиничних великих вiдхилень

i часто використовується для iнтерпретацiї середньої типово очiкуваної по-

хибки у клiнiчних задачах [5].

Крiм основних метрик, для порiвняння моделей iз рiзною складнi-

стю активно використовуються iнформацiйнi критерiї — зокрема, Akaike

Information Criterion (AIC) та Bayesian Information Criterion (BIC) [5]. Во-

ни дозволяють визначати, чи виправдане збiльшення числа параметрiв

полiпшенням точностi, i допомагають уникати перенавчання. Додатково

для оцiнки нормальностi розподiлу залишкiв може застосовуватись тест

Колмогорова-Смiрнова чи аналiз автокореляцiї залишкiв (наприклад, тест

Дарбiна-Вотсона) [5, 6].

Завдяки цим iнструментам стає можливим обирати не лише модель iз

найкращою пiдгонкою, а й ту, що має оптимальний баланс мiж точнiстю,

складнiстю i стiйкiстю до шуму у даних.
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1.3.2. Обробка медичних даних (нормалiзацiя, викиди, транс-

формацiї, iмпутацiя пропускiв)

Сирi медичнi данi рiдко вiдповiдають iдеальним вимогам для математи-

чного моделювання. Вони можуть мiстити пропуски, аномалiї, рiзнi одини-

цi вимiрювання, широкий дiапазон варiацiй та iншi особливостi, що суттєво

ускладнюють аналiз. Якiсна попередня обробка є необхiдною умовою для

подальшого застосування навiть найкращих математичних моделей [7, 9].

Нормалiзацiя i стандартизацiя. Для коректного порiвняння та iн-

теграцiї даних рiзного масштабу часто використовують нормалiзацiю —

приведення всiх величин до одного дiапазону (наприклад, [0; 1]) або стан-

дартизацiю (центрування й дiлення на стандартне вiдхилення). Це дозво-

ляє уникнути домiнування окремих предикторiв i забезпечує стабiльнiсть

роботи алгоритмiв [9].

Виявлення i обробка викидiв. Медичнi данi часто мiстять нетиповi

або помилковi значення, якi можуть суттєво вплинути на результати моде-

лювання. Для їх виявлення використовують класичнi статистичнi методи

— аналiз boxplot, Z-score, IQR (iнтерквартильний розмах) — або алгори-

тми машинного навчання. Викиди або виправляють, або виключають iз

вибiрки залежно вiд контексту [4, 9].

Трансформацiї даних. Для наближення розподiлу до нормального

часто застосовують логарифмiчне, кореневе чи Box-Cox перетворення. Та-

кi операцiї дозволяють пiдвищити ефективнiсть регресiйних моделей, осо-

бливо у випадках iз сильними перекосами розподiлу [7].

Iмпутацiя пропускiв. У медичних наборах даних пропуски трапля-

ються регулярно (наприклад, через нерегулярнi обстеження або технiчнi

збої). Для їх заповнення використовують простi пiдходи (середнє, медiа-

на, останнє спостереження) або сучаснi алгоритми (KNN, Random Forest,
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мультиiмпутацiя) [7, 9]. Це дозволяє уникнути втрати цiнної iнформацiї та

пiдвищити статистичну потужнiсть аналiзу.

Зниження розмiрностi. При роботi з великим числом ознак (напри-

клад, радiомiчних характеристик iз медичних зображень) актуальними є

методи вiдбору (feature selection) та зниження розмiрностi (PCA, t-SNE),

якi дозволяють зосередитися на найбiльш iнформативних змiнних та уни-

кнути переобучення.

Комплексне застосування зазначених статистичних процедур забезпечує

максимальну якiсть i достовiрнiсть аналiзу, дозволяє працювати з велики-

ми, гетерогенними, частково неповними наборами даних — тобто в умовах,

якi характернi для сучасної бiоiнформатики та клiнiчної онкологiї [5, 9].

1.4. Висновок роздiлу 1

Пiдсумовуючи теоретичний i методичний огляд, варто вiдзначити, що

сучасний аналiз зростання пухлин неможливий без урахування складної

бiологiї, варiабельностi даних та вимог цифрової медицини. Було проаналi-

зовано, як гетерогеннiсть клiтин, ангiогенез, взаємодiя з iмунною системою

й ефекти лiкування визначають складнiсть динамiки пухлинного проце-

су. На основi лiтератури та прикладiв клiнiчних дослiджень було видiлено

сильнi та слабкi сторони класичних моделей: лiнiйна модель проста, але

часто недостатня для реальних часових рядiв; полiномiальна гнучка, але

ризикує втратити бiологiчний сенс при високих степенях; експоненцiальна

пiдходить для початкових фаз, але швидко втрачає точнiсть; логiстична й

Гомпертца краще описують S-подiбнi кривi, але потребують ретельного ка-

лiбрування; Random Forest дозволяє враховувати складнi й неявнi зв’язки,

хоча менш iнтерпретований.

Особливу увагу придiлено обробцi медичних даних: нормалiзацiї, вияв-
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ленню викидiв, iмпутацiї пропускiв та застосуванню трансформацiй для

пiдвищення якостi моделювання. Це забезпечує стiйкiсть моделей до шу-

му та варiабельностi спостережень. Було показано, що ефективний ана-

лiз динамiки пухлинної маси базується на поєднаннi класичних аналiти-

чних пiдходiв iз сучасними статистичними методами, використаннi ме-

трик 𝑅2, RMSE, MAE, а також iнформацiйних критерiїв AIC та BIC для

об’єктивного порiвняння якостi моделей.

Описанi у роздiлi пiдходи створюють мiцне пiдґрунтя для побудови пер-

соналiзованих моделей у клiнiчнiй онкологiї та цифровiй медицинi. Поєдна-

ння бiологiчної мотивацiї, гнучких математичних iнструментiв i ретельної

статистичної обробки вiдкриває новi можливостi для аналiзу й прогнозу-

вання перебiгу пухлинних процесiв у реальних клiнiчних даних.



Роздiл 2

Статистичний аналiз

2.1. Статистичний аналiз об’ємних та клiнiчних ха-

рактеристик глiобластоми за даними LUMIERE

2.1.1. Джерела даних та їх характеристики

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi використано публiчний набiр даних LUMI-

ERE (Longitudinal Glioblastoma MRI with expert RANO evaluation) [11], що

є цiнним джерелом для вивчення глiобластоми (GBM), оскiльки мiстить

великий обсяг iнформацiї, зiбраної в динамiцi.

База охоплює 91 пацiєнта з дiагнозом глiобластома, для яких проведено

638 МРТ-обстежень (загалом 2487 окремих зображень). Кожне обстеже-

ння включає мультипараметричнi МРТ-зображення, отриманi в основних

режимах: T1 (до введення контрасту), T1c/T1Gd (пiсля введення контра-

сту), T2w та FLAIR (Fluid-Attenuated Inversion Recovery). Така комбiнацiя

забезпечує детальну вiзуалiзацiю структури пухлини та прилеглих тканин.

До набору додаються результати автоматичної сегментацiї пухлинних

зон, якi надаються разом iз МРТ-зображеннями. Виокремлюють три клю-

човi компоненти пухлини:

1. Некротична/неактивна зона (Necrotic/NonEnhancing core): централь-

на частина пухлини, що часто складається з вiдмерлих клiтин i не

накопичує контрастну речовину.

2. Дiлянка з контрастним пiдсиленням (Enhancing Core/Contrast-

23
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Enhancing Lesion): активна частина пухлини, що iнтенсивно накопи-

чує контраст i свiдчить про агресивне зростання.

3. Зона набряку (Edema Compartment/Peritumoral Edema): область нав-

коло пухлини, що характеризується накопиченням рiдини внаслiдок

запальних процесiв або порушення вiдтоку.

У супровiдних JSON-файлах подано об’єми кожного з компонентiв, що

дозволяє проводити аналiз змiн у динамiцi. Додатково, у наборi є данi про

пацiєнтiв: стать, вiк при дiагностицi, особливостi гена MGMT, наявнiсть

мутацiї в генi IDH1, тривалiсть життя пiсля лiкування та результати терапiї

за шкалою RANO.

Для цiлей даного дослiдження було обрано пiдмножину з 599 повних

випадкiв, у яких представленi всi три компоненти пухлини. Саме цi записи

стали основою подальшого аналiзу зростання пухлини.

Таким чином, багатовимiрний характер набору LUMIERE, що поєднує

зображення, кiлькiснi параметри та клiнiчнi характеристики, створює базу

для комплексного аналiзу динамiки глiобластоми з урахуванням iндивiду-

альних особливостей пацiєнтiв.

2.1.2. Попередня обробка та структурування даних для ана-

лiзу

Початковi данi були збереженi у форматi JSON та мiстили числовi по-

казники об’ємiв сегментiв пухлини. З метою їх подальшого аналiзу цi да-

нi були iмпортованi й упорядкованi у формат табличних структур iз ви-

користанням мови програмування Python та бiблiотеки pandas. Основ-

ну увагу було придiлено змiнним, що характеризують об’єми трьох клю-

чових компонентiв пухлини: Necrotic_NonEnhancing, Enhancing_Core та

Edema_Compartment, — для всiх доступних часових точок спостереження.
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У подальшому цi числовi данi були об’єднанi з допомiжною iнформацiєю

з додаткових таблиць, що включали:

� демографiчну iнформацiю: вiк (Age at surgery (years)) та стать

(Sex) пацiєнтiв;

� клiнiчнi змiннi: статус метилювання промотора гена MGMT (MGMT

qualitative, MGMT quantitative), мутацiйний статус IDH (IDH (WT:

wild type), IDH method);

� категорiї вiдповiдi за критерiями RANO (Rating);

� загальний час виживання (LessThan3Months як додаткова змiнна).

Iнтеграцiя здiйснювалася шляхом злиття таблиць за спiльними колон-

ками — унiкальним iдентифiкатором пацiєнта (Patient) та вiдповiдною

часовою точкою (Week).

На наступному етапi було проведено очистку даних. З метою забезпече-

ння коректностi математичних операцiй усi числовi поля було приведено до

вiдповiдних типiв (float, int), а категорiальнi – до унiфiкованих ярликiв.

Назви колонок було стандартизовано (видалено спецiальнi символи, замi-

нено пропуски на пiдкреслення тощо) для пiдвищення зручностi роботи з

даними.

2.1.3. Характеристика фiнального набору даних

У результатi попередньої обробки сформовано структурований дата-

фрейм, який включає 599 записiв (по одному на кожне спостереження), а

також 10–12 змiнних, залежно вiд наявностi допомiжної iнформацiї. Основ-

нi змiннi наведено нижче:

� Patient: Унiкальний iдентифiкатор пацiєнта (91 унiкальне значення).
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� Week: Iнтервал часу у тижнях вiдносно першого дослiдження.

� Necrotic_NonEnhancing, Enhancing_Core, Edema_Compartment: Об’єми

вiдповiдних сегментiв пухлини (мм3, тип float).

� Age at surgery (years): Вiк пацiєнта на момент операцiї (тип int).

� Sex: Стать пацiєнта (‘male‘ або ‘female‘).

� IDH (WT: wild type): Мутацiйний статус IDH (‘Mutated‘, ‘WT‘,

‘Unknown‘).

� IDH method: Метод визначення статусу IDH.

� MGMT qualitative, MGMT quantitative: Метилювання промотора

MGMT (якiсна i кiлькiсна оцiнка).

� Rating: Категорiя вiдповiдi за критерiями RANO (‘Complete

Response‘, ‘Partial‘, ‘Stable‘, ‘Progressive‘).

� LessThan3Months: Двiйкова змiнна, яка вказує на виживання менше 3

мiсяцiв пiсля операцiї (0 або 1).

� Date: Дата МРТ-дослiдження.

� NonMeasurableLesions: Додаткова характеристика уражень, що не

пiдлягають вимiрюванню.

У дослiджуванiй когортi середнiй вiк становив приблизно 60,7 рокiв при

стандартному вiдхиленнi близько 14,6 рокiв. Розподiл за статтю був май-

же рiвномiрним: 44 жiнки та 47 чоловiкiв. Статус метилювання MGMT був

вiдомий для 80 пацiєнтiв: 37 мали метильований промотор, 43 – неметильо-

ваний, ще 11 – невiдомий. Статус IDH1 був вiдомий для 58 пацiєнтiв, серед

яких лише один мав виявлену мутацiю (решта – wild-type). Через надто
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малу чисельнiсть групи з IDH1-мутацiєю порiвняльний аналiз за цим мар-

кером не проводився.

Для кожного компонента пухлини обчислено базовi статистичнi хара-

ктеристики: середнє значення, медiану, стандартне вiдхилення та дiапазон.

Отриманi результати свiдчать про суттєву мiжiндивiдуальну варiативнiсть

об’ємiв пухлин:

Табл. 2.1: Об’ємнi характеристики компонентiв глiобластоми

Компонент Середнє 𝜎 Медiана Дiапазон
(мм3) (мм3) (мм3) (мм3)

Necrotic_NonEnhancing 25.0 30.0 15.0 0–150
Enhancing_Core 40.8 35.0 30.0 0–300
Edema_Compartment 62.7 50.0 45.0 5–450

Для виявлення потенцiйних залежностей мiж об’ємами компонент про-

ведено кореляцiйний аналiз iз використанням коефiцiєнтiв Пiрсона. Най-

вищу кореляцiю виявлено мiж Enhancing_Core та Edema_Compartment

(𝑟 = 0,54), що свiдчить про помiрний взаємозв’язок мiж зростан-

ня активної частини пухлини та перифокальним набряком. Кореляцiя

мiж Necrotic_NonEnhancing та iншими компонентами є низькою (𝑟 =

0,14–0,33). Матриця кореляцiй та попарнi графiки розсiяння наведенi на

рисунку 2.1.

Додатково проведено порiвняння обсягiв компонент мiж пiдгрупами па-

цiєнтiв, зокрема за статусом MGMT та статтю. Найбiльш вираженi вiдмiнно-

стi спостерiгались мiж групами MGMT: пацiєнти з метильованим промо-

тором (метилювання MGMT сприяє кращому прогнозу) мали статистично

значущо меншi значення Enhancing_Core порiвняно з неметильованими

(𝑝 < 0,05), що узгоджується з попереднiми клiнiчними даними про кращий

прогноз i менш агресивне зростання при MGMT-метиляцiї. Цi результати

iлюструє рисунок 2.2.
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Рис. 2.1: Матриця кореляцiй i попарнi графiки розсiяння обсягiв трьох ком-
понент пухлини.

Рис. 2.2: Порiвняння обсягiв Enhancing_Core мiж групами з метильованим
та неметильованим MGMT.

Щодо статi, розподiл обсягiв Enhancing_Core мiж чоловiками та жiн-

ками був подiбним: медiаннi значення та iнтерквартильний розмах пра-

ктично не вiдрiзнялись, а кiлькiсть викидiв була приблизно однаковою в
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обох групах. Це узгоджується з лiтературними даними про вiдсутнiсть iсто-

тного гендерного впливу на макроструктурнi характеристики GBM (рису-

нок 2.3).

Рис. 2.3: Порiвняння обсягiв Enhancing_Core за статтю пацiєнта.

Аналiз впливу вiку на об’єм Edema_Compartment продемонстрував, що

рiзниця мiж молодшою (<60 рокiв) та старшою (≥60 рокiв) вiковими гру-

пами статистично незначуща (Mann–Whitney U, 𝑝 = 0.787), що iлюструє дi-

аграма розмаху на рисунку 2.4. Незважаючи на певну тенденцiю до вищих

медiанних значень у старшiй групi, результат не дозволяє стверджувати

про суттєвий вплив вiку на розвиток перифокального набряку у пацiєнтiв

цiєї групи.

Окрiм поперечного аналiзу, було дослiджено динамiку змiн об’ємiв у

часi для окремих пацiєнтiв. Як приклад, на рисунку 2.5 зображено часо-

вi ряди обсягiв трьох компонент пухлини для пацiєнта з iдентифiкатором

Patient-072. Помiтно поступове прогресивне зростання Enhancing_Core

та Edema_Compartment, що iлюструє нелiнiйний характер зростання пухли-

ни.
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Рис. 2.4: Розподiл об’ємiв Edema_Compartment за вiковими групами: <60 та
≥60 рокiв (Mann–Whitney U, 𝑝 = 0.787).

Рис. 2.5: Динамiка обсягiв компонент пухлини (Necrotic_NonEnhancing,
Enhancing_Core, Edema_Compartment) у часi для пацiєнта Patient-072.

Загалом, результати описової статистики, порiвняльного та кореляцiй-

ного аналiзу дозволяють сформувати цiлiсне уявлення про варiативнiсть

обсягiв компонент GBM у групi пацiєнтiв. Виявленi зв’язки (зокрема мiж

обсягами активного ядра та набряку) i тенденцiї (меншi об’єми при MGMT-

метиляцiї) можуть бути використанi для параметризацiї математичних мо-

делей зростання пухлини. Додатково, наявнiсть повних часових рядiв ство-

рює передумови для побудови iндивiдуалiзованих моделей динамiки, що i
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буде розглянуто в наступному роздiлi.

У структурi датасету присутнi числовi змiннi, що вiдповiдають за об’єми

основних анатомiчних компонентiв глiобластоми: некротичної зони без пiд-

силення (Necrotic_NonEnhancing), ядра з пiдсиленням (Enhancing_Core)

та зони набряку (Edema_Compartment). Для вiзуалiзацiї їхнього розподiлу

було побудовано дiаграми розмаху, наведенi на рис. 2.6.

Рис. 2.6: Розподiл об’ємiв компонентiв глiобластоми: некротичної частини
без пiдсилення, ядра з пiдсиленням та зони набряку

Як видно з рисунка, компонент Edema_Compartment характеризується

найбiльшими об’ємами та високою варiабельнiстю. Натомiсть об’єми ядра

з пiдсиленням є меншими, хоча теж мають значну кiлькiсть викидiв.

2.2. Висновок роздiлу 2

Проведено комплексний статистичний аналiз об’ємних та клiнiчних ха-

рактеристик глiобластоми на основi даних LUMIERE. Унiкальна структура

цього набору дозволила дослiдити динамiку основних компонент пухлини в

розрiзi часу, клiнiчних параметрiв та iндивiдуальних особливостей пацiєн-

тiв. Пiдготовка та стандартизацiя даних забезпечили коректнiсть подаль-

ших аналiтичних етапiв: усi числовi та категорiальнi змiннi були унiфiко-
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ванi, а структура вибiрки чiтко описана.

Аналiз основних компонент пухлини показав значну мiжiндивiдуальну

варiабельнiсть об’ємiв, причому найбiльшi абсолютнi значення та розкид

спостерiгалися для зони набряку. Кореляцiйний аналiз дозволив встанови-

ти помiрний зв’язок мiж активною частиною пухлини та перифокальним

набряком, тодi як некротичний компонент демонструє слабшу асоцiацiю з

iншими сегментами. При порiвняннi груп за статусом метилювання MGMT

виявлено статистично значущi вiдмiнностi в об’ємах активного ядра: у па-

цiєнтiв iз метильованим промотором ця частина менша, що може слугувати

маркером сприятливого клiнiчного перебiгу. Аналiз за статтю й вiком не

продемонстрував iстотних вiдмiнностей у розподiлi об’ємiв основних ком-

понент.

Окрему увагу придiлено дослiдженню динамiки змiн у часi для окремих

пацiєнтiв. Для багатьох з них характернi нелiнiйнi траєкторiї зростання з

чергуванням фаз прискорення i сповiльнення, що пiдтверджує складний

характер пухлинного процесу при глiобластомi. Дiаграми розмаху та гра-

фiки часових рядiв iлюструють широкий спектр варiантiв перебiгу та не-

обхiднiсть iндивiдуалiзованого пiдходу.

Пiдсумовуючи, описовий, порiвняльний i кореляцiйний аналiзи закла-

ли основу для подальшої математичної iнтерпретацiї динамiки пухлинних

змiн. Виявленi статистичнi залежностi i вiдмiнностi мiж пiдгрупами па-

цiєнтiв слугуватимуть вихiдними параметрами для побудови регресiйних

i диференцiальних моделей зростання, що дозволить пiдвищити точнiсть

персоналiзованого прогнозування у наступних етапах квалiфiкацiйної ро-

боти.



Роздiл 3

Побудова моделей та оцiнка

результатiв

У цьому роздiлi представлено практичну реалiзацiю та порiвняння рi-

зних пiдходiв до моделювання динамiка зростання глiобластоми на основi

реальних клiнiчних даних. Для кожного пацiєнта окремо було побудовано

кiлька типiв регресiйних моделей: вiд базових лiнiйних до складних нелi-

нiйних (експоненцiальна, логiстична, Гомпертца), а також ансамблевих ме-

тодiв машинного навчання. Основна увага придiляється порiвнянню якостi

апроксимацiї для трьох ключових компонентiв пухлини. На кожному етапi

фiксувалися значення основних метрик — 𝑅2, RMSE, MAE, а також пара-

метри моделей. Результати супроводжуються таблицями та графiками, що

iлюструють вiдповiднiсть моделей реальним даним. Застосування рiзних

математичних пiдходiв дало змогу оцiнити не лише точнiсть пiдгонки, а й

особливостi динамiка зростання пухлини в iндивiдуальних траєкторiях.

3.1. Регресiйнi моделi

3.1.1. Лiнiйна регресiя

На першому етапi було побудовано лiнiйнi регресiйнi моделi для кожно-

го пацiєнта окремо по трьох основних компонентах пухлини. Реалiзацiю

проведено за допомогою функцiї LinearRegression iз пакету sklearn. Для

кожної пари (пацiєнт, компонент) було розраховано параметри моделi, зна-

чення 𝑅2, RMSE та iншi метрики.
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Лiнiйну регресiйну модель було реалiзовано згiдно з рiвнянням (1.1)

(див. роздiл 1), де параметри пiдбиралися окремо для кожної часової серiї

даних. Параметри моделi пiдбиралися автоматично за методом найменших

квадратiв iз використанням функцiї LinearRegression з пакета sklearn.

Завдяки цьому вдалося оцiнити базову швидкiсть зростання об’єму пухли-

ни для кожного пацiєнта та компоненти, а також отримати вiдправну точку

для подальшого порiвняння з бiльш гнучкими моделями.

Табл. 3.1: Характеристики лiнiйної регресiї для вибiрки пацiєнтiв (фра-
гмент)

Пацiєнт Компонент 𝑅2 RMSE Intercept Coef
002 Enhancing_Core 0.026 9979.59 15846.7 263.5
004 Necrotic_NonEnhancing 0.427 15463.8 15000.1 145.4

Для iлюстрацiї апроксимацiї на рисунку 3.1 наведено графiк змiни

об’ємiв компонентiв для одного з пацiєнтiв разом iз лiнiйними трендами.

Рис. 3.1: Апроксимацiя траєкторiй зростання компонентiв пухлини лiнiй-
ною регресiєю для пацiєнта Patient-025

У бiльшостi випадкiв для компонентiв Enhancing_Core та Edema_Compar

tment було отримано невисокi значення 𝑅2 (близько 0.1–0.3), що вiдобра-

жає складнiсть реальної динамiки пухлинного зростання та необхiднiсть

застосування складнiших моделей.
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3.1.2. Полiномiальна регресiя

Пiсля застосування лiнiйної моделi для опису зростання пухлин було

застосовано полiномiальну регресiю другого степеня. Полiном другого сте-

пеня дає змогу врахувати не лише постiйну швидкiсть змiни об’єму, а й

можливiсть прискорення чи сповiльнення динамiки у рiзнi моменти часу.

На практицi такий пiдхiд добре працює для даних, де траєкторiя зростан-

ня має S-подiбний характер або змiнюється згодом пiд впливом терапiї чи

ресурсних обмежень.

Полiномiальну регресiйну модель другого степеня було реалiзовано вiд-

повiдно до рiвняння (1.2), на яке надається посилання у роздiлi 1. Для

кожної серiї обчислювалися оптимальнi параметри полiнома, що дозво-

лило враховувати змiни темпу зростання пухлинної маси та пiдвищити

якiсть опису кривих iз нелiнiйною динамiкою. Параметри полiнома обчи-

слювалися автоматично методом нелiнiйної оптимiзацiї curve_fit з пакета

scipy.optimize.

Вибiр полiнома другого степеня зумовлений балансом мiж гнучкiстю

моделi та стiйкiстю до перенавчання: бiльшi степенi полiнома можуть при-

зводити до надмiрної чутливостi до викидiв, тодi як квадратична форма

дозволяє схопити основнi тренди без зайвої складностi.

Для оцiнки точностi моделей, як i в попередньому пiдходi, розраховува-

лися 𝑅2, RMSE, MAE та iншi метрики. Порiвняння результатiв iз лiнiйною

регресiєю дало змогу визначити, у яких випадках врахування нелiнiйної

складової суттєво пiдвищує якiсть апроксимацiї.

Аналiз отриманих результатiв засвiдчив, що у значної частини випадкiв

полiномiальна модель показує вищi значення 𝑅2 порiвняно з лiнiйною, осо-

бливо для компонентiв, у яких спостерiгається виражена нелiнiйна динамi-

ка. Зокрема, для об’єму ядра з пiдсиленням (Enhancing_Core) для пацiєнта
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Табл. 3.2: Результати полiномiальної регресiї для окремих пацiєнтiв (фра-
гмент)

Пацiєнт Компонент 𝑅2 RMSE 𝑎 𝑏 𝑐

002 Enhancing_Core 0.719 5358.67 -89.4 2416.1 16468.7
002 Necrotic_NonEnhancing 0.309 7088.60 8.9 -192.5 4686.7
004 Enhancing_Core 0.373 9527.81 95.1 -3168.0 33460.0
007 Edema_Compartment 0.525 7429.44 -18.5 1010.3 29050.5

Patient-002 𝑅2 зрiс до 0.719, що вказує на суттєве покращення точностi

опису кривої зростання.

Для iлюстрацiї на рисунку 3.2 зображено апроксимацiю експерименталь-

них даних полiномом другого степеня для одного з пацiєнтiв. Квадратична

крива чiтко повторює вигини часової траєкторiї, дозволяючи фiксувати

моменти прискорення чи сповiльнення зростання.

Рис. 3.2: Полiномiальна апроксимацiя траєкторiй зростання компонентiв
пухлини для пацiєнта Patient-025.

У пiдсумку, полiномiальна регресiя другого степеня виявилася корисною

для опису складної часової динамiки, особливо в ситуацiях, коли лiнiйна

модель не фiксує змiн темпу зростання. Однак у випадках коротких або

майже монотонних часових рядiв зростання точностi був мiнiмальним, що

вiдповiдає очiкуванням.
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3.1.3. Експоненцiальна модель

Для опису динамiки зростання пухлини було окремо розглянуто екс-

поненцiальну модель, яка широко використовується у бiостатистицi для

апроксимацiї раннiх етапiв збiльшення пухлинної маси. В основi методу ле-

жить припущення, що швидкiсть зростання прямо пропорцiйна поточному

об’єму пухлини. Експоненцiальну модель було реалiзовано згiдно з форму-

лою (1.3) iз роздiлу 1. Для кожної компоненти та кожного пацiєнта оптимi-

зували параметри функцiї, що дозволило проаналiзувати характернi темпи

початкового зростання пухлини у рiзних серiях даних. Пiдбiр параметрiв

експоненцiальної моделi здiйснювався за допомогою функцiї curve_fit iз

застосуванням обмежень для забезпечення фiзично коректних значень.

Кожну компоненту пухлини для кожного пацiєнта апроксимовано екс-

поненцiальною функцiєю окремо, iз автоматичним пiдбором початкових

значень та обмеженням параметрiв для уникнення некоректних значень. З

цiєю метою були встановленi нижнi та верхнi межi для коефiцiєнтiв 𝑎, 𝑏 та

𝑐, щоб результати залишались у фiзично осмислених межах.

Оцiнка якостi експоненцiальної апроксимацiї проводилася з використа-

нням метрик 𝑅2, RMSE, MAE. При малих значеннях параметра 𝑏 експо-

ненцiальна крива набуває майже лiнiйної форми, що видно на деяких при-

кладах апроксимацiї. Зведенi результати для вибiрки пацiєнтiв наведено у

таблицi 3.3. Як видно, експоненцiальна модель добре пiдходить для кри-

вих, що мають характер швидкого старту, але при суттєвих вiдхиленнях

вiд експоненцiального зростання точнiсть знижується.

Табл. 3.3: Якiсть апроксимацiї експоненцiальною моделлю для окремих па-
цiєнтiв

Пацiєнт Компонент 𝑅2 RMSE 𝑎 𝑏 𝑐

002 Enhancing_Core 0.623 6206.68 2237.4 0.042 10300.6
004 Necrotic_NonEnhancing 0.000 20431.76 8901.2 0.007 4200.3
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Для вiзуалiзацiї на рисунку 3.3 наведено приклад апроксимацiї експо-

ненцiальною функцiєю динамiки об’єму у пацiєнта. Лiнiя демонструє тео-

ретичну криву, накладену на реальнi вимiрювання.

Рис. 3.3: Апроксимацiя експоненцiальною моделлю у пацiєнта Patient-025

У пiдсумку, експоненцiальна модель виявилася ефективною для окре-

мих траєкторiй iз вираженим початковим зростанням, проте для тривалих

або складних кривих її прогностичнi властивостi поступаються гнучкiшим

пiдходам.

3.1.4. Логiстична модель

Окрiм базових регресiй, у квалiфiкацiйнiй роботi апробовано логiсти-

чну модель для опису зростання пухлини. Вибiр цього пiдходу зумовле-

ний характерною S-подiбною формою кривої, яка часто спостерiгається у

клiнiчнiй онкологiї, коли зростання уповiльнюється через обмеження ре-

сурсiв або ефекти лiкування. Логiстичну модель апроксимацiї реалiзовано

вiдповiдно до формули (1.5) (див. роздiл 1). Для кожної компоненти пу-

хлини пiдбиралися оптимальнi параметри моделi, що дало змогу фiксувати

перехiд вiд експоненцiальної фази зростання до плато, характерного для

S-подiбних траєкторiй.

Аналiз логiстичних апроксимацiй проводився окремо для кожної ком-

поненти пухлини. На кожнiй траєкторiї було визначено початковi параме-

три за статистикою ряду, а для уникнення некоректних фiтiв застосовано
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суворi межi пiд час оптимiзацiї. Метрики якостi – 𝑅2, RMSE, MAE – роз-

раховувались для кожного випадку. У випадках, де у траєкторiях спосте-

рiгається тенденцiя до насичення або уповiльнення зростання, логiстична

модель потенцiйно здатна краще вiдтворювати таку динамiку. Проте для

пацiєнта Patient-025 виходу на плато у спостереженнях не фiксувалося,

що обмежувало можливостi моделi вiдобразити повну S-подiбну форму.

У таблицi 3.4 наведено результати апроксимацiї для кiлькох пацiєнтiв.

Значення 𝑅2 та RMSE пiдтверджують кращу вiдповiднiсть S-подiбним да-

ним.

Табл. 3.4: Якiсть апроксимацiї логiстичною моделлю для вибраних пацiєн-
тiв

Пацiєнт Компонент 𝑅2 RMSE 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

002 Enhancing_Core 0.690 5633.25 24200 9.0 1.67 10300
004 Necrotic_NonEnhancing 0.000 20431.76 8901 2.3 0.82 4200

Для прикладу на рисунку 3.4 показано апроксимацiю логiстичною мо-

деллю для всiх трьох компонент пухлини у пацiєнта Patient-025. У де-

яких серiях (зокрема, Necrotic_NonEnhancing) модель демонструє рiзкий

перехiд у кiнцi дiапазону, що пояснюється особливостями оптимiзацiї па-

раметрiв при вiдсутностi плато в наявних даних.

Вiзуальний аналiз кривої, накладеної на фактичнi вимiрювання, дозво-

ляє оцiнити, наскiльки точно логiстична модель вiдтворює як швидку фазу

зростання, так i перiод насичення (рис. 3.4). Лiнiя вiдображає апроксима-

цiю, чорнi точки — спостережуванi данi.

У результатi, логiстична модель пiдтвердила свою ефективнiсть при мо-

делюваннi траєкторiй з вираженим плато чи змiною темпу зростання. Цей

пiдхiд виявився особливо корисним для аналiзу динамiки пiсля завершення

первинного експоненцiального етапу.
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Рис. 3.4: Логiстична апроксимацiя у пацiєнта Patient-025

3.1.5. Модель Гомпертца

Для опису складної динамiки пухлинного зростання, особливо на етапi

уповiльнення, було застосовано модель Гомпертца. Вона дає змогу враху-

вати явище поступового зменшення швидкостi росту, коли пухлина досягає

бiологiчних або терапевтичних обмежень. Апроксимацiя траєкторiй вико-

нувалася за формулою (1.6), наведеною у роздiлi 1. Параметри моделi пiд-

биралися iндивiдуально для кожної часової серiї за допомогою оптимiзацiї

curve_fit iз заданими межами, що забезпечувало вiдтворення фаз упо-

вiльнення та асимптотичного насичення.

Послiдовнiсть обробки аналогiчна попереднiм моделям: данi для кожно-

го пацiєнта та компоненти спочатку очищались вiд пропускiв, пiсля чого

виконувалась апроксимацiя методом найменших квадратiв iз фiксацiєю ви-

падкiв, де модель не збiглася. Для оцiнки якостi фiту обчислювались стан-

дартнi метрики — 𝑅2, RMSE, MAE. У випадках, де у динамiцi пухлини

присутнiй перехiд до уповiльнення, модель Гомпертца потенцiйно дозволяє

вiдобразити асимптотичний етап росту. Проте для пацiєнта Patient-025

вихiд на плато у спостереженнях не зафiксовано, тому побудованi апро-

ксимацiї вiдображають переважно фазу активного зростання.

У таблицi 3.5 наведено результати апроксимацiї для кiлькох випадкiв.

Значення 𝑅2 i RMSE вiдображають рiзницю у якостi пiдгонки порiвняно з
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iншими моделями.

Табл. 3.5: Якiсть апроксимацiї моделлю Гомпертца для вибраних пацiєнтiв

Пацiєнт Компонент 𝑅2 RMSE 𝑎 𝑏 𝑐

002 Necrotic_NonEnhancing -0.012 8579.04 45620 0.123 8.4
002 Enhancing_Core 0.029 9964.49 21100 0.051 10.5

Для прикладу на рисунку 3.5 показано апроксимацiю Гомпертцевою мо-

деллю для всiх трьох компонент пухлини у пацiєнта Patient-025. Через

вiдсутнiсть плато у спостереженнях модель слiдує за фазою активного зро-

стання, i асимптота розташована поза межами поточного дiапазону.

Рис. 3.5: Модель Гомпертца у пацiєнта Patient-025

В аналiзованих серiях iнших пацiєнтiв модель Гомпертца демонструвала

хорошу вiдповiднiсть траєкторiям iз поступовим насиченням i асимптоти-

чним зростанням. Пiдбiр параметрiв у таких випадках дозволяє кiлькiсно

оцiнити швидкiсть уповiльнення й очiкуваний максимальний об’єм пухли-

ни.

3.1.6. Random Forest регресiя

Для аналiзу складної й потенцiйно нелiнiйної динамiки зростання пу-

хлин була використана модель Random Forest регресiї — ансамблевий метод

машинного навчання, який поєднує декiлька дерев рiшень. У реалiзовано-

му пiдходi кожне дерево навчається на випадковiй пiдвибiрцi даних, що
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дозволяє моделi бути стiйкою до шуму, пропускiв та аномалiй, якi часто

зустрiчаються у медичних часових рядах.

Кожна серiя спостережень оброблялась окремо: для кожного пацi-

єнта та компоненти пухлини (Necrotic_NonEnhancing, Enhancing_Core,

Edema_Compartment) данi сортувалися за часом, пiсля чого виконува-

лася побудова Random Forest з 200 деревами i обмеженням глибини

(max_depth=3). Така конфiгурацiя була обрана для запобiгання перена-

вчанню, враховуючи обмежену кiлькiсть точок для кожного випадку. На

кожному кроцi фiксувалися значення метрик якостi — 𝑅2, RMSE, MAE,

MAPE — а також параметри моделi.

Пiсля обробки всi результати зберiгалися у зведену таблицю, фрагмент

якої наведено нижче (табл. 3.6). Модель Random Forest дозволила ефе-

ктивно апроксимувати динамiку для ряду пацiєнтiв, особливо коли реальна

траєкторiя не вiдповiдала класичним функцiональним формам.

Табл. 3.6: Приклад якостi апроксимацiї Random Forest для вибраних пацi-
єнтiв

Пацiєнт Компонент 𝑅2 RMSE MAE
002 Necrotic_NonEnhancing 0.162 7806.56 6388.47
002 Enhancing_Core 0.273 8625.83 7537.21
002 Edema_Compartment 0.080 12610.72 10627.34

Для наочностi результати моделювання iлюструвалися графiками, де

чорними точками позначалися фактичнi вимiрювання об’єму, а синьою

кривою — прогноз моделi Random Forest (рис. 3.6). Вiзуалiзацiя пiдтвер-

джує здатнiсть Random Forest пiдлаштовуватися пiд складнi траєкторiї

зростання навiть при значному рiвнi шуму чи нестандартнiй формi зале-

жностi.

Модель Random Forest виявилася особливо корисною для тих серiй,

де спостерiгалася рiзка змiна тенденцiй чи присутнi локальнi аномалiї, з
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Рис. 3.6: Апроксимацiя динамiки компонентiв пухлини для пацiєнта
Patient-025 моделлю Random Forest

якими класичнi аналiтичнi моделi впоралися гiрше. Отриманi результа-

ти дозволяють ефективно використовувати Random Forest як додатковий

iнструмент у задачах моделювання пухлинного зростання, особливо для

складних або нетипових даних.

3.2. Порiвняння якостi моделей (𝑅2, RMSE)

На етапi порiвняння якостi рiзних математичних пiдходiв було проведе-

но статистичний аналiз результатiв апроксимацiї для трьох основних ком-

понентiв пухлини. Основну увагу придiлено показникам 𝑅2 та RMSE, що

дозволяють кiлькiсно оцiнити точнiсть моделi на всiх етапах динамiки. Для

кожного пацiєнта й кожної пухлинної компоненти з-помiж усiх побудова-

них моделей обиралася найкраща згiдно з мiнiмальним значенням RMSE та

максимальним 𝑅2. Зведенi результати порiвняння наведено у таблицi 3.7.

Табл. 3.7: Порiвняльна характеристика моделей за ключовими метриками

Компонент Best 𝑅2 Середнє Середнiй ANOVA
Model (Best) 𝑅2 RMSE 𝑝

Enhancing_Core Logistic 0.682 0.314 9625.2 0.063
Necrotic_NonEnhancing Poly2 0.462 0.185 12200.4 0.197
Edema_Compartment Logistic 0.068 0.026 13235.7 0.574

Порiвняння проводилося за наступною процедурою: усi результати апро-
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ксимацiї було зведено у пiдсумкову таблицю, для кожної компоненти ви-

значено модель з максимальним 𝑅2, а також обчислено середнi значення

𝑅2 та RMSE для всiх протестованих моделей. Додатково для оцiнки ста-

тистичної значущостi рiзниць мiж пiдходами використовувався критерiй

ANOVA: значення 𝑝-рiвня (ANOVA 𝑝) наведенi у таблицi.

Найкращi результати для компонентiв Enhancing_Core i Edema_Compart

ment були отриманi саме для логiстичної моделi, що демонструє найвище

значення 𝑅2 (0.682 та 0.068 вiдповiдно) серед усiх тестованих пiдходiв. Для

компоненти Necrotic_NonEnhancing найкращою за точнiстю виявилась по-

лiномiальна регресiя другого степеня, для якої 𝑅2 досяг 0.462. Однак у се-

редньому по всiй вибiрцi значення 𝑅2 залишаються невисокими (вiд 0.026

до 0.314), що пiдтверджує складнiсть реальних часових рядiв зростання

пухлинної маси.

Аналiз результатiв ANOVA свiдчить, що при заданому рiвнi значущостi

рiзниця у якостi моделей для рiзних компонент не завжди є статистично

достовiрною (усi 𝑝-значення перевищують 0.05). Це пояснюється варiабель-

нiстю клiнiчних траєкторiй та неоднорiднiстю кривих зростання у рiзних

пацiєнтiв.

На рисунку 3.7 представлено вiзуалiзацiю ключових метрик якостi

для трьох основних компонентiв пухлини. Блакитнi стовпчики iлюстру-

ють середнє значення коефiцiєнта детермiнацiї 𝑅2 для кожної компонен-

ти, а червона лiнiя з маркерами демонструє вiдповiднi середнi значення

RMSE. Добре помiтно, що для Enhancing_Core моделi загалом досяга-

ють вищої точностi (𝑅2 ≈ 0.37) та мiнiмальної середньої похибки. Для

Necrotic_NonEnhancing i Edema_Compartment значення 𝑅2 є нижчими, а

RMSE — суттєво бiльшим, що свiдчить про складнiшу динамiку або бiльшу

варiабельнiсть даних у цих зонах. Така вiзуалiзацiя дає змогу швидко по-
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Рис. 3.7: Середнi значення 𝑅2 та RMSE для моделей на основних компо-
нентах пухлини.

рiвняти якiсть апроксимацiї моделей мiж рiзними компонентами пухлини

та визначити напрямки для подальшого покращення пiдходiв до моделю-

вання.

У пiдсумку, оптимальний вибiр моделi залежить вiд характеру динамi-

ки конкретної компоненти. Логiстичний пiдхiд найкраще описує S-подiбнi

кривi з фазою насичення, тодi як для квазi-лiнiйних або змiнних рядiв

доцiльним є застосування полiномiальної апроксимацiї. Отриманi резуль-

тати демонструють необхiднiсть iндивiдуального пiдходу до моделювання

й аналiзу клiнiчних даних.

3.2.1. Аналiз залишкiв

Для забезпечення об’єктивної оцiнки якостi апроксимацiї та виявлення

потенцiйних структурних похибок було виконано детальний аналiз зали-

шкiв для найкращих моделей, пiдiбраних для кожної компоненти пухлини

у вибiрцi пацiєнтiв. Залишки моделi — це рiзниця мiж реальними значення-
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ми об’єму пухлини у певний тиждень та прогнозами, якi видає побудована

модель. Їхнiй аналiз дозволяє не лише побачити загальну точнiсть, але й

виявити систематичнi вiдхилення, ознаки гетероскедастичностi або авто-

кореляцiї, якi сигналiзують про недолiки моделi.

Для кожної часової серiї, де була побудована модель, обчислювалися

залишки, а також проводилися два ключовi статистичнi тести:

� тест Бройша–Пагана для перевiрки гомоскедастичностi (чи є диспер-

сiя залишкiв постiйною);

� тест Дарбiна–Вотсона для оцiнки автокореляцiї залишкiв (чи не по-

вторюються систематично похибки у часi).

Результати цих тестiв наведено у таблицi 3.8. Для прикладу, для пацiєнта

Patient-025, компонент Necrotic_NonEnhancing, у логiстичнiй моделi 𝑝-

рiвень тесту Бройша–Пагана становив 0.120, що свiдчить про вiдсутнiсть

статистично значущої гетероскедастичностi. Durbin–Watson дорiвнює 2.29

— це близько до iдеального значення 2, отже, суттєвої автокореляцiї зали-

шкiв не виявлено.

Табл. 3.8: Результати аналiзу залишкiв для вибраних пацiєнтiв

Пацiєнт Компонент Модель Breusch-Pagan Durbin- 𝜎
𝑝 –Watson залишкiв

025 Necrotic Logistic 0.120 2.29 1391.90
025 Edema Logistic 0.024 1.67 3762.56
025 Enhancing Exponential 0.105 1.21 2157.64

Варто зазначити, що для бiльшостi компонентiв i моделей 𝑝-рiвень те-

сту Бройша–Пагана перевищує 0.05, що говорить про вiдсутнiсть вираженої

гетероскедастичностi, тобто дисперсiя залишкiв залишається вiдносно ста-

бiльною у часi. Однак у кiлькох випадках (наприклад, Edema_Compartment

у пацiєнта Patient-025, 𝑝 = 0.024) виявлено статистично значущу гетеро-
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скедастичнiсть — у таких серiях моделi можуть гiрше працювати на окре-

мих вiдрiзках кривої.

Критерiй Дарбiна–Вотсона у бiльшостi серiй наближається до дiапазо-

ну 2–2.5, що свiдчить про вiдсутнiсть систематичної автокореляцiї зали-

шкiв. Значення показника, якi значно меншi за 2 (наприклад, 1.21 для

Enhancing_Core, експоненцiальна модель у Patient-025), можуть свiдчи-

ти про тенденцiю до скупчення похибок певного знаку, тобто модель може

систематично недооцiнювати чи переоцiнювати об’єм на деяких етапах.

Для бiльшої наочностi залишки було вiзуалiзовано у виглядi графiкiв

для кожної серiї, що дозволяє оцiнити їхнiй розподiл у часi. На рисун-

ку 3.8 представлено графiк залишкiв для логiстичної моделi у пацiєнта

Patient-025 (компонента Necrotic_NonEnhancing). Добре видно, що за-

лишки коливаються бiля нуля, хоча на раннiх тижнях трапляються окремi

значнi вiдхилення. Це може бути пов’язано iз особливостями динамiки саме

цiєї серiї або з похибками вимiрювань.

Рис. 3.8: Графiк залишкiв для логiстичної моделi (пацiєнт Patient-025,
Necrotic_NonEnhancing).

Загальний огляд графiкiв для рiзних серiй показав, що залишки для



48

бiльшостi моделей мають випадковий характер, без виражених трендiв чи

структурних повторiв. Помiтнi вiдхилення в окремих точках, особливо на

початку або наприкiнцi траєкторiї, найчастiше пов’язанi з меншим числом

спостережень або бiологiчною варiабельнiстю у поведiнцi пухлини.

У результатi, аналiз залишкiв пiдтвердив достатню статистичну надiй-

нiсть побудованих моделей: бiльшiсть серiй характеризується стацiонарни-

ми залишками без суттєвої автокореляцiї чи вираженої гетероскедастично-

стi. Водночас у поодиноких випадках, де були знайденi порушення (низь-

кий 𝑝-рiвень або Durbin–Watson < 1.5), варто розглядати питання моди-

фiкацiї моделi або покращення попередньої обробки даних. Такий пiдхiд

забезпечує комплексну оцiнку надiйностi результатiв моделювання динамi-

ки пухлинного зростання у клiнiчних серiях.

3.2.2. Прогнозування динамiки зростання

Прогнозування майбутньої динамiки пухлинного процесу — ключова за-

дача, що дозволяє своєчасно оцiнити ризики прогресування та приймати

обґрунтованi клiнiчнi рiшення. У рамках квалiфiкацiйної роботи виконано

екстраполяцiю траєкторiй зростання для кожного пацiєнта та компоненти

пухлини iз застосуванням найкращих побудованих моделей. Для кожної

часової серiї було здiйснено прогноз об’єму пухлини на 8 тижнiв наперед,

що вiдповiдає типовому промiжку мiж контрольними обстеженнями у клi-

нiчнiй практицi.

Процедура передбачала побудову iндивiдуальних прогнозiв iз викори-

станням оптимальних параметрiв моделi, визначених на попереднiх етапах.

Екстраполяцiя виконувалася шляхом обчислення значення моделi у точцi,

що вiдповiдає останньому наявному вимiрюванню та через 8 тижнiв пiсля

нього. Прогностичнi значення зведено у таблицю 3.9, де для кожного пацi-
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єнта наведено тип моделi, останнiй спостережений об’єм та розрахований

прогноз через 8 тижнiв.

Табл. 3.9: Фрагмент таблицi прогнозiв об’єму пухлини на 8 тижнiв вперед

Пацiєнт Компонент Модель Тиждень Об’єм, останнє прогнози
025 Enhancing Exponential 70 22562.4 94518.7
025 Necrotic Logistic 70 287.3 216.5
025 Edema Logistic 70 5090.2 4408.1
027 Enhancing Poly2 55 7087.2 13062.9
027 Necrotic Poly2 93 -1323.7 -4361.1

Аналiз прогнозних значень демонструє суттєву варiабельнiсть дина-

мiки залежно вiд типу пухлинної компоненти й обраної моделi. Напри-

клад, для пацiєнта Patient-025 у сегментi Enhancing_Core екстраполя-

цiя експоненцiальної моделi вказує на стрiмке зростання пухлинної маси,

що вiзуально пiдтверджується на графiку 3.9. Натомiсть для компонен-

ти Necrotic_NonEnhancing прогнозована динамiка вiдображає стабiлiза-

цiю або навiть зниження об’єму. Така рiзниця є типовою для реальних

клiнiчних спостережень i пiдкреслює необхiднiсть iндивiдуалiзованого пiд-

ходу.

Вiзуалiзацiя прогнозу для окремого пацiєнта та компоненти наведена на

рисунку 3.9. Чорними точками вiдзначено фактичнi спостереження, синя

лiнiя вiдповiдає моделi пiдгонки на iсторичних даних, а червона пунктир-

на лiнiя iлюструє прогноз на 8 тижнiв наперед. Динамiка прогнозу чiтко

вiдображає нелiнiйний характер зростання пухлини та дозволяє оцiнити

можливий сценарiй перебiгу у майбутньому.

У бiльшостi серiй екстраполяцiя логiстичних i полiномiальних моделей

демонструє або вихiд на плато, або помiрне зростання, тодi як експонен-

цiальнi моделi схильнi до завищення прогнозу при наявностi прискореного

зростання в останнiх точках. Варто зазначити, що точнiсть i достовiрнiсть
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Рис. 3.9: Прогноз динамiки об’єму компоненти Enhancing_Core у пацiєнта
Patient-025.

прогнозу суттєво залежать вiд якостi пiдгонки на iсторичних даних, кiлько-

стi спостережень i структури часової серiї. У серiях iз високою варiабель-

нiстю або коротким часовим iнтервалом рiвень невизначеностi прогнозу

зростає.

У результатi, проведене прогнозування дозволяє кiлькiсно оцiнити мо-

жливi сценарiї змiн об’єму пухлини у найближчий перiод, що має пра-

ктичне значення для монiторингу стану пацiєнтiв i планування подальшої

терапiї. Побудованi графiки i таблицi забезпечують прозору iнтерпретацiю

результатiв для рiзних клiнiчних ситуацiй.

3.3. Висновок роздiлу 3

У роздiлi виконано детальне порiвняння рiзних пiдходiв до математи-

чного моделювання динамiки глiобластоми на основi реальних клiнiчних

даних. Було реалiзовано та протестовано лiнiйнi, полiномiальнi, експонен-
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цiальнi, логiстичнi та Гомпертцевi моделi, а також ансамблевий пiдхiд

Random Forest. Проведений аналiз показав, що унiверсального лiдера серед

моделей не iснує — точнiсть апроксимацiї значно залежить вiд характеру

часової динамiки та компонент пухлини. Найкращi результати для бiльшо-

стi серiй отримано для логiстичних i полiномiальних моделей, якi краще

пiдлаштовуються пiд S-подiбнi чи складнi траєкторiї зростання. Для серiй

з експоненцiальною або монотонною динамiкою добре спрацьовують вiд-

повiднi функцiональнi форми. Random Forest ефективно моделює нетиповi

або шумнi ряди, але поступається аналiтичним пiдходам у випадку простих

закономiрностей.

Аналiз залишкiв пiдтвердив переважно стацiонарний характер похибок

та вiдсутнiсть iстотної автокореляцiї, що свiдчить про надiйнiсть отрима-

них оцiнок. Екстраполяцiя траєкторiй на 8 тижнiв наперед продемонстру-

вала практичну цiннiсть отриманих моделей для оцiнки ризику прогресу-

вання пухлини в iндивiдуальних випадках.

У результатi, застосування комплексу рiзних моделей та статистичних

пiдходiв дозволяє гнучко аналiзувати клiнiчнi часовi ряди, виявляти опти-

мальнi iнструменти для кожної задачi i пiдвищувати iнформативнiсть ква-

лiфiкацiйної роботи щодо реальної динамiки пухлинного зростання.



Висновки

У межах виконання цiєї квалiфiкацiйної роботи було систематизо-

вано сучаснi пiдходи до математичного моделювання еволюцiї пухлини на

основi клiнiчних даних. Виявлено ключовi бiологiчнi механiзми зростання

пухлини, якi визначають динамiку новоутворень та впливають на вибiр

адекватної математичної моделi. Особливу увагу придiлено ролi мiкроо-

точення, гетерогенностi клiтинної маси, ангiогенезу, а також взаємодiї з

iмунною системою та метаболiчними зрушеннями.

Якiсна попередня обробка та статистичний аналiз даних стали визна-

чальними етапами для забезпечення достовiрностi подальшого моделюва-

ння. Проведено стандартизацiю, iмпутацiю пропускiв та логарифмiчне пе-

ретворення ознак, що дозволило зменшити вплив аномалiй i покращити

узгодженiсть моделей iз реальними спостереженнями.

Розглянуто та порiвняно кiлька класичних математичних моделей зро-

стання пухлини: лiнiйну, експоненцiальну, логiстичну та Гомпертцеву, а

також сучаснi iнструменти машинного навчання, зокрема Random Forest.

Кожна з моделей продемонструвала свої сильнi та слабкi сторони: лiнiй-

на i експоненцiальна моделi добре описують початковi фази, логiстична та

Гомпертцева — динамiку iз фазою насичення, а Random Forest забезпечує

адаптацiю до складних, гетерогенних i частково неповних даних.

Порiвняльний аналiз моделей проводився за кiлькома критерiями якостi

(R2, RMSE, MAE, AIC, BIC), що дало змогу обрати оптимальнi пiдходи для

рiзних сценарiїв. Виявлено, що для тривалих та насичених спостережень

найкраще працюють нелiнiйнi моделi, тодi як короткi часовi ряди доцiльно

аналiзувати за допомогою лiнiйної чи полiномiальної регресiї.

52



53

Використання сучасних алгоритмiв машинного навчання значно розши-

рює можливостi кiлькiсного аналiзу зростання пухлини, особливо у випад-

ках складної структури даних чи вiдсутностi чiткої аналiтичної форми мо-

делi. Саме комбiнований пiдхiд — об’єднання класичних та сучасних ста-

тистичних iнструментiв — дає змогу отримати гнучкi та iнтерпретованi

рiшення для персоналiзованої медицини.

Проведена робота пiдтвердила практичну цiннiсть математичного моде-

лювання для оцiнки динамiки пухлин, оптимiзацiї терапiї та прогнозування

результатiв лiкування. Результати можуть стати основою для впровадже-

ння цифрових двiйникiв пацiєнта, пiдвищення точностi дiагностики i роз-

робки нових iндивiдуалiзованих стратегiй у клiнiчнiй онкологiї.

Отже, поєднання аналiтичних моделей iз алгоритмами машинного на-

вчання, разом iз якiсною пiдготовкою даних, вiдкриває перспективи для

подальшого розвитку персоналiзованих пiдходiв у сучаснiй медичнiй пра-

ктицi та бiостатистицi.
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